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1. Ogniskowanie grawitacyjne na sferze izotermicznej. Podobnie jak w przypadku pryzmatu, promienie
Swietlne ulegaja zakrzywieniu w polu grawitacyjnym. Kat ugiecia promieni §wietlnych wyraza sie jako catka, po
drodze fotonu, ze sktadowej prostopadtej gradientu potencjatu grawitacyjnego ® do Sciezki swiatla,

o

(d) = C%/dﬁ@, (1)

gdzie d jest parametrem zderzenia promieni $wietlnych. Pokaz, ze dla sfery izotermicznej ® = —202Inr + C. Na
tej podstawie, wyznacz kat ugiecia promieni swietlnych przechodzacych poprzez rozktad masy w sferze izotermicznej.
Podczas catkowania przyjmij, ze droga fotonu moze byé przyblizona przez prosta. Wyznacz kat ugiecia $wiatta
przechodzacego przez galaktyke eliptyczng dla ktorej dyspersja predkosci o a2 300 kmn/s.

2. Profil NFW. Rozklad ciemnej materii dla stuktur od galaktyk po gromady galaktyk jest dobrze opisywany
zaleznoscia

pir)= —L0 2)
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gdzie rs 1 pg sa parametrami. Rozklad ten nosi nazwe profilu NFW (Navarro-Frenk-White).
a) Pokaz, ze funkacja masy oraz predkos¢ rotacji dla profilu NFW wyrazaja sie przez

r o 1
M(r) = 4mpors lln (1 + 71) - 1_:75% oraz  vZ(r) = 4nGpor? [7; In <1 + TZ) ks = (3)
b) Wyznacz potencjal grawitacyjny dla profilu NFW:
I (1+2)
D(r) = —47er0r§+. (4)

3. Politropowy model halo ciemnej materii. Pole predkosci ¢ oraz gestosé p nielepkiej cieczy dane sg przez
rozwiazanie uktadu réwnan:
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% + (U-V)=—-=VP—-V®, (réownanie Naviera-Stokesa) (5)
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En + V- (p?) =0, (rownanie ciagtosci) (6)
V2® = 47Gp. (réwnanie Poissona) (7)

a) Przedyskutuj podobieristwo pomiedzy réwnaniem Jeansa a rownaniem Naviera-Stokesa. Rozwaz przypadek
kiedy tensor dyspersji, w réwnaniu Jeansa, przyjmuje nastepujaca postac

Na jakich zalozeniach bazuje powyzsza réwnosé?

b) Rozwaz sferycznie symetryczny rozklad cieczy w stanie rownowagi hydrostatycznej. Przyjmij, ze rownanie stanu
dla tej cieczy jest postaci:

P=Kp, (9)

gdzie K jest pewna stala. Pokaz, ze dla rozwazanego przypadku, réwnanie Naviera-Stokesa wraz z rownaniem Poissona

prowadza do réwnania
1
7i <§2d9) =0, (10)



gdzie
wwzﬁ?, (1)
£= 1 (12)

m;¢;;. (13)

Rownanie (10) jest szczegolnym przypadkiem réwania Lane-Emden spotykanego w teorii budowy gwiazd.
c) Pokaz, ze rownanie (10), wraz z warunkiem brzegowym 6(0) = 1, ma rozwiazanie w postaci

06) = "¢+ (14)
Stad, rozktad gestosci
mm—mmﬁgw. (15)

Jakie sg rozmiary otrzymanej struktury grawitacyjnej?

d) Wyznacz funkcje masy M (r) oraz predkosé rotacji v.(r) dla rozkladu (15). Przedyskutuj otrzymany wynik w
kontekscie problemu krzywych rotacji galaktyk.

e) Zastosuj rozwazany model do opisu halo ciemnej materii galaktyki o promieniu R ~ 15 kpc. Dla tego obiektu,
maksymalna predkosé¢ rotacji v. = 200 km/s. Na tej podstawie, wyznacz mase halo ciemnej materii w jednostkach
M. Wyznacz warto$é parametru K oraz parametru po[Mg /pc?].

Podpowiedz. Przydatne moze okazaé sie, ze funkcja

f(z) = sizx —cosz, (16)

okreslona na przedziale = € [0, 7] osiaga maksimum dla z, ~ 2.74, a stad f(x.) ~ 1.06.
f) Jaka jest predkosé rozchodznia si¢ zaburzen (dzwigku) ¢s[m/s] w centrum rozwazanego rozkladu ciemnej materii.
Skorzystaj ze wzoru

, 0P

Cg = aip (17)
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